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二元樹與三元樹模型中單邊停止時間之探討 

鍾宛真 1、林有容 1、羅黃韵珽 1、吳慶堂*2 

摘要 

不使用傳統的條件期望值與全機率定理的方法，在此論文中，我們利用數論中

卡塔蘭梯形來討論在二元樹與三元樹模型中，第一次碰到 −𝑚 點的停止時間的機率

分佈、期望值與變異數。 

關鍵字：二元樹模型；三元數模型；卡塔蘭梯形；停止時間 

 

The Study on the One-Sided Stopping Time in the Binomial and 

Trinomial Models 

Wan-Jen Chung1, YuJung Lin1, HuangYunTing Lo1, Ching-Tang Wu*2 

Abstract 

In this paper we use Catalan trapezoid in number theory and combinatorics to investigate 

the distribution of the one-sided stopping time  

𝑇−𝑚 = inf{𝑘 ∈ ℕ: 𝑋𝑘 = −𝑚},         for some 𝑚 ∈ ℕ, 

in the binomial and trinomial models. Moreover, the expectation and variance of the stopping 

time 𝑇−𝑚 are studied. 
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壹、簡介 

在機率論中，討論二元樹模型 (binomial model) 的停止時間 (stopping time) 是個非

常基礎的課題，但大多利用條件機率 (conditional probability)、全機率定理 (the law of 

total probability) 與鞅論 (martingale theory) 的方法來探討其性質，如 Karlin and Taylor 

(1975), Shiryaev (1992) 等。停止時間這個課題應用地非常廣泛，如在財務數學中，美

式選擇權 (American option) 即利用停止時間來討論；或在討論賭徒破產問題、樂透刮

刮樂購買問題上，停止時間均扮演著重要角色，如 Shreve (2004), van der Hoel and 

Elliott (2006), Kremer (2006) 等書中都有介紹。 

假設 (𝑋𝑛)𝑛≥0 是個 binomial 分佈的隨機過程，𝑋0 = 0，往上走一步的機率為 𝑝，

往下走一步的機率為 𝑞 = 1 − 𝑝，這很顯然是分支過程 (branching process) 的討論範

圍，見 Athreya and Jagers (1973)．令 𝑚 ∈ ℕ，此篇論文主要在討論 (𝑋𝑛)𝑛≥0 這個隨機

過程第一次碰到 −𝑚 的停止時間，亦即，討論停止時間 𝑇−𝑚 = inf{𝑘 ∈ ℕ: 𝑋𝑘 = −𝑚}。 

一般研究停止時間  𝑇−𝑚  均是利用條件機率來討論，而且會先討論隨機變數 

𝑇−𝑚,𝑛
𝑘 = inf{0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑘: 𝑋𝑝 = −𝑚 or 𝑛}, 再看看 𝑘 → ∞，然後再討論 𝑛 → ∞ 可得到 𝑇−𝑚 

的結果。假設 

𝐴−𝑚,𝑛
𝑘 = ∑

𝑙=0

𝑘

ቄ𝜔: 𝑇−𝑚,𝑛
𝑘 = 𝑙, 𝑋𝑙 = −𝑚ቅ,     𝐵−𝑚,𝑛

𝑘 = ∑
𝑙=0

𝑘

ቄ𝜔: 𝑇−𝑚,𝑛
𝑘 = 𝑙, 𝑋𝑙 = 𝑛ቅ。 

令 𝛼−𝑚,𝑛
𝑘 = 𝑃 ቀ𝐴−𝑚,𝑛

𝑘
ቁ, 𝛽−𝑚,𝑛

𝑘 = 𝑃 ቀ𝐵−𝑚,𝑛
𝑘

ቁ，由條件機率與全機率定理可得 

𝛽−𝑚,𝑛
𝑘 = 𝑃 ቀ𝐵−𝑚,𝑛

𝑘 ቁ = 𝑃 ቀ𝐵−𝑚,𝑛
𝑘 |𝑋1 = 1ቁ 𝑃(𝜉1 = 1) + 𝑃 ቀ𝐵−𝑚,𝑛

𝑘 |𝑋1 = −1ቁ 𝑃(𝜉1 = −1) 

      = 𝑃൫𝐵−𝑚−1,𝑛−1
𝑘−1 ൯𝑃(𝜉1 = 1) + 𝑃൫𝐵−𝑚+1,𝑛+1

𝑘−1 ൯𝑃(𝜉1 = −1) 

      = 𝑝𝛽−𝑚−1,𝑛−1
𝑘−1 + 𝑞𝛽−𝑚+1,𝑛+1

𝑘−1 。 

𝛼−𝑚,𝑛
𝑘  也有類似的遞迴關係 

𝛼−𝑚,𝑛
𝑘 = 𝑝𝛼−𝑚−1,𝑛−1

𝑘−1 + 𝑞𝛼−𝑚+1,𝑛+1
𝑘−1 。 

考慮  

𝛼−𝑚,𝑛 = lim
𝑘→∞

𝛼−𝑚,𝑛
𝑘 ,     𝛽−𝑚,𝑛 = lim

𝑘→∞

𝛽−𝑚,𝑛
𝑘
。 

則由上面的遞迴關係可得 

𝛼−𝑚+1,𝑛+1 = 𝑝𝛼−𝑚−1,𝑛−1 + 𝑞𝛼−𝑚+1,𝑛+1， 

𝛽−𝑚+1,𝑛+1 = 𝑝𝛽−𝑚−1,𝑛−1 + 𝑞𝛽−𝑚+1,𝑛+1。 

利用起始條件可解出 𝛼−𝑚,𝑛 及 𝛽−𝑚,𝑛 的一般式；期望值則是同樣用遞迴關係來得．三

元樹模型可用類似的方法得到。 

這篇論文主要是想要利用更直覺的方法來計算停止時間 𝑇−𝑚 的分佈、期望值與

變異數；我們想利用組合數學與數論結合機率論的方法來討論停止時間 𝑇−𝑚  的性

質。在整個架構中，卡塔蘭數 (Catalan number) 扮演著重要的角色；事實上，卡塔蘭

數和機率分佈、隨機漫步與布朗運動等等都有相當大的關聯，如 Abate and Whitt 
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(2011), Bajunaid et al. (2005), Chen et al. (2008), Dilworth and Mane (2016) 等，在財務上

也有一定的應用，見 Nawar and Sen (2018)。 

底下介紹一下整篇論文的編排：第貳節中我們將介紹二元樹模型，停止時間 

𝑇−𝑚 的機率分佈、卡塔蘭梯形 𝐶𝑚(𝑛) 及其生成函數 𝐺𝑚(𝑥) 的定義及性質；第參節則

利用第貳節中的結果來計算有限 𝑇−𝑚 的機率、𝑇−𝑚 的期望值與變異數；第肆節中介

紹三元樹模型及停止時間 𝑇−𝑚 的機率分佈；第伍節則是計算三元樹模型中有限 𝑇−𝑚 

的機率、𝑇−𝑚 的期望值與變異數。 

貳、二元樹模型 

我們先介紹二元樹模型 (binomial model)：考慮個機率空間 (𝛺, ℱ, 𝑃) 及定義在上

面的一組 i.i.d. Bernoulli 分佈隨機變數 (𝜉𝑖)𝑖∈ℕ 且個別 𝜉1 的分佈為 

𝑃(𝜉1 = 1) = 𝑝 ∈ (0,1)，𝑃(𝜉1 = −1) = 𝑞 = 1 − 𝑝 。 

即往上走的機率為 𝑝，往下走的機率為 𝑞 = 1 − 𝑝．定義一組隨機過程 (𝑋𝑛)𝑛≥0 滿足  

𝑋0 = 0 及 𝑋𝑛 = 𝜉1 + 𝜉2 + ⋯ + 𝜉𝑛; 

亦即 (𝑋𝑛)𝑛≥0 是個 binomial 分佈的隨機過程，起始條件 𝑋0 = 0，𝑛 可代表時間或次

數．二元樹模型的圖形可見圖一。 

 
圖一：二元樹模型 

假設 𝑚 ∈ ℕ，定義單邊的停止時間 𝑇−𝑚 = inf{𝑘: 𝑋𝑘 = −𝑚}，即 (𝑋𝑛)𝑛≥0 這組隨機過程

第一次碰到 −𝑚 的時間；若 (𝑋𝑛)𝑛≥0 不會碰到 – 𝑚 這點，亦即{𝑘: 𝑋𝑘 = −𝑚} =  ∅，我

們定義 inf ∅ = ∞，即完全不碰到 −𝑚 時，直接定義停止時間 𝑇−𝑚 = ∞。 

我們可將此二元樹模型用另一種方式來看：每一個 𝜉𝑖 視為一個每次賭資 1 元的

賭局，結果只有賺一元或賠一元兩種，賺一元的機率為 𝑝，賠一元的機率為 𝑞。而 

𝑋𝑛 則為參加 𝑛 次此種獨立賭局輸贏的結果。停止時間 𝑇−𝑚 可當成如果一開始手中有 

𝑚 元，參與此種賭局完全賠光的次數。或者想成購買刮刮樂的情形，假設一張刮刮
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樂價格為 1元，刮中獎的機率為 𝑝 (假設刮中可得 1元)，沒刮中的機率為 𝑞。停止時

間可視為要購買刮刮樂的預算花光所買的刮刮樂的張數。 

我們可先看個簡單的停止時間的例子：定義 𝑇−1 = inf {𝑘: 𝑋𝑘 = −1}， 即 (𝑋𝑛)𝑛∈ℕ  第

一次碰到 −1 的時間．𝑇−1 = 1 為第一輪即賭輸的情形；所以，𝑇−1 = 1 的機率為 

𝑋1 = −1 的機率，這表示 𝑃(𝑇−1 = 1) = 𝑃(𝑋1 = −1) = 𝑞。 

而 𝑋2  的值只有可能是 −2, 0, 2，不可能在時間 2  時會碰到 −1 這一點，亦即，

𝑃(𝑇−1 = 2) = 0。 

𝑇−1 = 3 為在時間 1 時跑到 1這點，時間 2, 3 均往下走；這代表 𝜉1 = 1, 𝜉2 = −1, 𝜉3 =

−1 。 因 此 ， 𝑃(𝑇−1 = 3) = 𝑃(𝜉1 = 1, 𝜉2 = −1, 𝜉3 = −1) = 𝑃(𝜉1 = 1) ⋅ 𝑃(𝜉2 = −1) ⋅

𝑃(𝜉3 = −1) = 𝑝𝑞2。 

我們可以觀察出隨機過程 (𝑋𝑛)𝑛≥0  要碰到 −1 這點的話，𝑋𝑛  往下跑比往上跑多一

步，所以我們可得偶數步的機率一定是  0，奇數步的機率為  𝑃(𝑋−1 = 2𝑘 + 1) =

𝐶1(𝑘)𝑝𝑘𝑞𝑘+1，其中 𝐶1(𝑘) 為從原點到 (2𝑘 + 1. −1)，但之前不經過 𝑦 = −1 的路徑

數。我們可將路徑的圖形逆時針旋轉 45 度（可見圖二），因此這個路徑數恰好等於

從 (0,0) 到 (𝑘 + 1, 𝑘) 這點，只能往上或往右，但在到達 (𝑘 + 1, 𝑘) 這點之前不經過 

𝑦 = 𝑥 − 1 的路徑數。這個路徑數恰好等於卡塔蘭數 (Catalan number)：𝐶1(0) = 1，對 

𝑘 ∈ ℕ， 

𝐶1
(𝑘) = ൭

2𝑘

𝑘
൱ − ൭

2𝑘

𝑘 − 1
൱。 

 

圖二：將圖一圖形逆時針旋轉 45 度。從 (0,0) 到 (𝑘 + 1, 𝑘) 這點，但在到達 (𝑘 +

1, 𝑘) 這點之前不經過 𝑦 = 𝑥 − 1。 

有關卡塔蘭數的定義、討論與性質可見 Alter (1971), Shapiro (1976) 。 

對一般的停止時間 𝑇−𝑚，整個想法類似 𝑇−1，在走步數為 𝑚 + 2𝑘 + 1 時，是不可能

到達 −𝑚 這個值的。所以，𝑃(𝑇−𝑚 = 𝑚 + 2𝑘 + 1) = 0。 

在走步數為 𝑚 + 2𝑘 後，𝑋𝑚+2𝑘  要到達 −𝑚 這點，往下跑的步數比往上跑多 𝑚 步，

亦即往上走 𝑘 步，往下走 𝑚 + 𝑘 步，所以其機率為 

𝑃൫𝑇−𝑚 = 𝑚 + 2𝑘൯ = 𝐶𝑚(𝑘)𝑝𝑘𝑞𝑚+𝑘， 
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其中 𝐶𝑚(𝑘) 為從 (0,0) 到 (𝑚 + 𝑘, 𝑘) 這點，只能往上或往右，但在到達 (𝑚 + 𝑘, 𝑘) 這

點之前不經過  𝑦 = 𝑥 − 𝑚  的路徑數。這個路徑數為  𝑚  階卡塔蘭梯形  (Catalan’s 

trapezoid of order 𝑚) 。 

卡塔蘭梯形的應用非常廣泛，相關的定義、證明、討論與應用可見 Reuveni (2014)．

利用路徑數的對稱性，我們可得對 𝑚 ≥ 1，卡塔蘭梯形 𝐶𝑚(𝑛) 等於 

𝐶𝑚(𝑛) = ൝
1,                                                     

൬
2𝑛 + 𝑚 − 1

𝑛
൰ − ൬

2𝑛 + 𝑚 − 1

𝑛 − 1
൰ ,

           
𝑛 = 0

𝑛 ∈ ℕ
。 

注意 𝑚 = 1 時，𝐶𝑚(𝑛) 恰好等於 卡塔蘭數 𝐶1(𝑛)，𝑚 = 2 時，𝐶2(𝑛) = 𝐶1(𝑛 + 1) 。 

將卡塔蘭梯形套入上述的討論中，我們可以得到下列的定理。 

定理 1：停止時間 𝑇−𝑚 的分佈為 

𝑃(𝑇−𝑚 = 𝑚 + 𝑝) = ൜
𝐶𝑚(𝑘)𝑝𝑘𝑞𝑚+𝑘,
0,                       

   
𝑝 = 2𝑘(𝑘 ≥ 0)
otherwise         

， 

其中 𝐶𝑚(𝑛) 為 𝑚 階卡塔蘭梯形。 

在進行相關的討論之前，我們先介紹個非常有用的工具：生成函數；有關生成函數

的定義與討論可見 Wilf (2005) 。定義卡塔蘭梯形 𝐶𝑚(𝑛) 的生成函數 𝐺𝑚(𝑥) 為 

𝐺𝑚(𝑥) = ∑
𝑘=0

∞

𝐶𝑚(𝑘)𝑥𝑘。 

當 𝑚 = 1 時，由 Shapiro (1976) 可得卡塔蘭數 𝐶1(𝑛) 的生成函數 𝐺1(𝑥) 為 

𝐺1(𝑥) =
1−ට1−4𝑥

2𝑥
。 

當 𝑚 = 2 時，利用 𝐶2(𝑛) = 𝐶1(𝑛 + 1) 可得 

  𝐺2(𝑥) = ∑
𝑛=0

∞

𝐶2(𝑛)𝑥𝑛 = ∑
𝑛=0

∞

𝐶1(𝑛 + 1)𝑥𝑛 =
1

𝑥
∑

𝑛=1

∞

𝐶1(𝑛)𝑥𝑛 

                                  =
1

𝑥
(𝐺1(𝑥) − 1) =

1−2𝑥−ξ1−4𝑥

2𝑥2 。 

對一般 𝑚 ∈ ℕ，卡塔蘭梯形的生成函數 𝐺𝑚(𝑥) 可利用下列引理求得。 

引理 2：(1) 對 𝑚, 𝑛 ≥ 1，卡塔蘭梯形 𝐶𝑚(𝑛) 的遞迴關係為 

𝐶𝑚+2(𝑛 − 1) = 𝐶𝑚+1(𝑛) − 𝐶𝑚(𝑛) 。 

(2) 對 𝑚 ≥ 1，生成函數 𝐺𝑚(𝑥) 的遞迴關係為 

𝑥𝐺𝑚+2(𝑥) = 𝐺𝑚+1(𝑥) − 𝐺𝑚(𝑥) 。 

(3) 對 𝑚 ≥ 1， 

𝐺𝑚(𝑥) = (𝐺1(𝑥))𝑚 = ቀ
1−ξ1−4𝑥

2𝑥
ቁ

𝑚

。                                          (1) 

證明：(1) 對 𝑁 > 𝑘 ≥ 1, 

൬
𝑁

𝑘
൰ − ቆ

𝑁 − 1

𝑘
ቇ = ቆ

𝑁 − 1

𝑘 − 1
ቇ。 

則對 𝑚 ≥ 1, 𝑛 ≥ 2, 



鍾宛真、林有容、羅黃韵珽、吳慶堂*  二元樹與三元樹模型中單邊停止時間之探討 

33 

𝐶𝑚+1(𝑛) − 𝐶𝑚(𝑛) = ൤൬
2𝑛 + 𝑚

𝑛
൰ − ൬

2𝑛 + 𝑚 − 1

𝑛
൰൨ − ൤൬

2𝑛 + 𝑚

𝑛 − 1
൰ − ൬

2𝑛 + 𝑚 − 1

𝑛 − 1
൰൨ 

                                     = ൫2𝑛+𝑚−1
𝑛−1

൯ − ൫2𝑛+𝑚−1
𝑛−2

൯ = 𝐶𝑚+2(𝑛 − 1)。 

另外，對 𝑛 = 1, 

𝐶𝑚+1(1) − 𝐶𝑚(1) = (𝑚 + 1) − 𝑚 = 1 = 𝐶𝑚+2(0)。 

(2) 由 (1)，可得 

      ∑
𝑛=1

∞

𝐶𝑚+2(𝑛 − 1)𝑥𝑛 = ∑
𝑛=1

∞

𝐶𝑚+1(𝑛)𝑥𝑛 − ∑
𝑛=1

∞

𝐶𝑚(𝑛)𝑥𝑛  

                         = (𝐺𝑚+1(𝑥) − 1) − (𝐺𝑚(𝑥) − 1) = 𝐺𝑚+1(𝑥) − 𝐺𝑚(𝑥)。 

另外， 

∑
𝑛=1

∞

𝐶𝑚+2(𝑛 − 1)𝑥𝑛 = 𝑥 ∑
𝑛=0

∞

𝐶𝑚+2(𝑛)𝑥𝑛 = 𝑥𝐺𝑚+2(𝑥)， 

我們可以得到想要的結果。 

(3) 𝑚 = 1 時，很顯然 (1) 式成立．𝑚 = 2 時， 

𝐺2(𝑥) =
1 − 2𝑥 − ξ1 − 4𝑥

2𝑥2
= ቆ

1 − ξ1 − 4𝑥

2𝑥
ቇ

2

= (𝐺1(𝑥))2。 

假設 𝑚 = 𝑘, 𝑘 + 1， 

𝐺𝑘(𝑥) = ቀ𝐺1(𝑥)ቁ
𝑘

,     𝐺𝑘+1(𝑥) = ቀ𝐺1(𝑥)ቁ
𝑘+1

。 

則當 𝑚 = 𝑘 + 2 時， 

  𝐺𝑘+2(𝑥) =
1

𝑥
ቀ𝐺𝑘+1(𝑥) − 𝐺𝑘(𝑥)ቁ =

1

𝑥
ቀ𝐺1(𝑥) − 1ቁ (𝐺1(𝑥))𝑘 

= (𝐺1(𝑥))𝑘+2。 

利用數學歸納法可得 (1) 式。 

備註 3：(1) 卡塔蘭梯形的生成函數 𝐺𝑚(𝑥) 有另一個遞迴關係： 

𝐺𝑚+1(𝑥) =
2൫𝑚 + 1൯

𝑚
𝐺𝑚(𝑥) −

൫𝑚 + 1൯൫𝑚 + 2൯

𝑚
𝑥−𝑚−1 න 𝑢𝑚𝐺𝑚(𝑢)𝑑𝑢

𝑥

0

。 

(2) 同樣利用數學歸納法，可得生成函數 𝐺𝑚(𝑥) 的一般式： 

𝐺𝑚(𝑥) =
𝐴𝑚(𝑥) − 𝐵𝑚(𝑥)ξ1 − 4𝑥

2𝑥𝑚
， 

其中 𝐴𝑚(𝑥) 與 𝐵𝑚(𝑥) 滿足 

𝐴𝑚+2(𝑥) = 𝐴𝑚+1(𝑥) − 𝑥𝐴𝑚(𝑥)，       and.     𝐵𝑚+2(𝑥) = 𝐵𝑚+1(𝑥) − 𝑥𝐵𝑚(𝑥)， 

起始值為 𝐴1(𝑥) = 1, 𝐴2(𝑥) = 1 − 2𝑥, 𝐵1(𝑥) = 𝐵2(𝑥) = 1。其一般式為  

𝐴𝑚(𝑥) = ∑
𝑛=0

[𝑚/2]
𝑚

𝑚−𝑛
൫𝑚−𝑛

𝑛
൯𝑥𝑛，     and     𝐵𝑚(𝑥) = ∑

𝑛=0

[(𝑚−1)/2]

൫𝑚−𝑛−1
𝑛

൯𝑥𝑛。 
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參、停止時間 𝑻−𝒎 的性質 

利用卡塔蘭梯形的生成函數 𝐺𝑚(𝑥)，我們可以得到關於單邊停止時間 𝑇−𝑚 更多

的性質。底下我們先看看生成函數 𝐺𝑚(𝑥) 的一些性質。 

引理 4：假設 𝑝, 𝑞 ≥ 0 且 𝑝 + 𝑞 = 1。則 

(1) 對 𝑚 ∈ ℕ， 

𝐺𝑚(𝑝𝑞) =
1

(max{𝑝, 𝑞})𝑚
。 

(2) 對 𝑚 ∈ ℕ， 

   𝐺𝑚
′ (𝑥) =

𝑚𝐺𝑚+1(𝑥)

ξ1−4𝑥
， 

   𝐺𝑚
′′ (𝑥) =

𝑚(𝑚+1)𝐺𝑚+2(𝑥)

1−4𝑥
+

2𝑚𝐺𝑚+1(𝑥)

(1−4𝑥)3 2Τ 。 

(3) 若 𝑞 > 𝑝， 

   𝐺𝑚
′ (𝑝𝑞) =

𝑚

𝑞𝑚+1(𝑞−𝑝)
， 

   𝐺𝑚
′′ (𝑝𝑞) =

𝑚(𝑚+1)(𝑞−𝑝)+2𝑚𝑞

𝑞𝑚+2(𝑞−𝑝)3 。 

證明：(1) 假設 𝑝 > 𝑞，對 𝑚 = 1, 

𝐺1(𝑝𝑞) =
1 − ට1 − 4𝑝𝑞

2𝑝𝑞
=

1 − |𝑝 − 𝑞|

2𝑝𝑞
=

1

𝑝
。 

對 𝑚 = 2， 

𝐺2(𝑝𝑞) =
1 − 2𝑝𝑞 − ට1 − 4𝑝𝑞

2𝑝2𝑞2
=

1 − 2𝑝𝑞 − |𝑝 − 𝑞|

2𝑝2𝑞2
=

1

𝑝2
。 

假設對 𝑚 = 𝑘, 𝑘 + 1，此結論成立。則對 𝑚 = 𝑘 + 2， 

𝐺𝑘+2(𝑝𝑞) =
𝐺𝑘+1(𝑝𝑞) − 𝐺𝑘(𝑝𝑞)

𝑝𝑞
=

1

𝑝𝑘+1
−

1
𝑝𝑘

𝑝𝑞
=

1

𝑝𝑘+2
。 

利用數學歸納法可得 𝐺𝑚(𝑝𝑞) = 1/𝑝𝑚。𝑝 ≤ 𝑞 的情形同理可證。 

(2) 因為 

𝐺
1

′ (𝑥) =
1 − 2𝑥 − ට1 − 4𝑥

2𝑥2ට1 − 4𝑥

=
𝐺2(𝑥)

ට1 − 4𝑥

， 

微分 (1) 式可得 

𝐺𝑚
′

(𝑥) = 𝑚(𝐺1(𝑥))𝑚−1𝐺
1

′
(𝑥) =

𝑚𝐺𝑚+1(𝑥)

ට1 − 4𝑥

。 

求 𝐺𝑚
′′

(𝑥) 的方法類似。 

(3) 在 (2) 中帶入結論 (1) 的結果即可得結論 (3)。 

利用這個定理，我們可以算出在二元樹模型中，隨機過程 (𝑋𝑛) 會碰到 −𝑚 這點的機率。 
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定理 5：隨機過程 (𝑋𝑛) 在有限時間碰到 −𝑚 的機率為 

𝑃(𝑇−𝑚 < ∞) = ൜
1,             
(𝑞/𝑝)𝑚,

 
𝑝 ≤ 𝑞
𝑝 > 𝑞

。     

證明：因為 

𝑃(𝑇−𝑚 < ∞) = ∑ 𝑃(𝑇−𝑚 = 𝑚 + 2𝑖)
∞

𝑖=0
= 𝑞𝑚 ∑ 𝐶𝑚(𝑖)(𝑝𝑞)𝑖∞

𝑖=0
= 𝑞𝑚𝐺𝑚(𝑝𝑞)，  

代入引理 4 可得上述的結果。 

這個定理主要是在陳述，若 𝑝 ≤ 𝑞，即往下走的機率大於等於往上走的機率，則

隨機過程 (𝑋𝑛) 碰到 −𝑚 這點的機率為 1．在 𝑝 > 𝑞 時，即每一步往上跑的機率大於

往下跑的機率，由定理 5 可得 𝑃(𝑇−𝑚 < ∞) < 1，所以 𝐸[𝑇−𝑚] = ∞。底下的定理我們

討論在 𝑝 ≤ 𝑞 這個條件下，停止時間 𝑇−𝑚 的期望值與變異數。 

定理 6：(1) 若 𝑝 < 𝑞，則 𝑇−𝑚 的期望值為 

𝐸[𝑇−𝑚] =
𝑚

𝑞 − 𝑝
。 

(2) 若 𝑝 < 𝑞，則 𝑇−𝑚 的變異數為 

Var(𝑇−𝑚) =
4𝑚𝑝𝑞

(𝑞 − 𝑝)3
。 

(3) 若 𝑝 = 𝑞 = 1/2，則 𝑇−𝑚 的期望值為 𝐸[𝑇−𝑚] = ∞。 

證明：(1) 考慮停止時間 𝑇−𝑚 的動差母函數 

𝑀(𝑡) = 𝐸[𝑒𝑡𝑇−𝑚] = ∑
𝑖=0

∞

𝑒(𝑚+2𝑖)𝑡𝑃(𝑇−𝑚 = 𝑚 + 2𝑖) = ∑
𝑖=0

∞

𝑒(𝑚+2𝑖)𝑡𝐶𝑚(𝑖)𝑝𝑖𝑞𝑚+𝑖  

         = 𝑒𝑚𝑡𝑞𝑚 ∑
𝑖=0

∞

𝐶𝑚(𝑖)(𝑒2𝑡𝑝𝑞)𝑖 = 𝑒𝑚𝑡𝑞𝑚𝐺𝑚(𝑒2𝑡𝑝𝑞)。 

若 𝑝 < 𝑞，利用引理 5 可得 𝑇−𝑚 的期望值為 

  𝐸[𝑇−𝑚] = 𝑀′(0) = 𝑚𝑞𝑚𝐺𝑚(𝑝𝑞) + 2𝑝𝑞𝑚+1𝐺𝑚
′

(𝑝𝑞) 

      = 𝑚 +
2𝑚𝑝

𝑞−𝑝
=

𝑚𝑞+𝑚𝑝

𝑞−𝑝
=

𝑚

𝑞−𝑝
。 

(2) 因 

𝐸[𝑇−𝑚
2

] = 𝑀′′(0) 

= 𝑚2𝑞𝑚𝐺𝑚(𝑝𝑞) + 4(𝑚 + 1)𝑝𝑞𝑚+1𝐺𝑚
′

(𝑝𝑞) + 4𝑝2𝑞𝑚+2𝐺𝑚
′′

(𝑝𝑞) 

=
𝑚2(𝑞 − 𝑝) + 4𝑚𝑝𝑞

(𝑞 − 𝑝)3
， 

代入 Var(𝑇−𝑚) = 𝐸[𝑇−𝑚
2

] − (𝐸[𝑇−𝑚])2 即可得結果。 

(3) 對 𝑝 = 𝑞 = 1/2，因為 𝐶𝑚(𝑛) 對 𝑚 來講是遞增數列， 

𝐸[𝑇−𝑚] = ∑
𝑛=0

∞

(𝑚 + 2𝑛)𝑃(𝑇−𝑚 = 𝑚 + 2𝑛) = 𝑚 + ቆ
1

2
ቇ

𝑚

∑
𝑛=1

∞

𝑛𝐶𝑚(𝑛) ቆ
1

4
ቇ

𝑛

 

 ≥ 𝑚 + ቀ
1

2
ቁ

𝑚

∑
𝑛=1

∞

𝑛𝐶1(𝑛) ቀ
1

4
ቁ

𝑛

。 
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利用  Stirling formula 及與無窮級數  ∑
𝑛=1

∞
1

ξ𝑛
 比較的極限比較檢驗法  (limit 

comparison test)，我們可得 ∑
𝑛=1

∞

𝑛𝐶1(𝑛) ቀ
1

4
ቁ

𝑛

 發散。這表示 𝐸[𝑇−𝑚] = ∞。 

這裡比較需要注意的是 𝑝 = 𝑞 = 1/2 的情形；雖然此時二元樹 (𝑋𝑛) 碰到 −𝑚 這

點的機率為 1，但這個停止時間的期望值為 ∞。在 𝑝 < 𝑞 時，期望值即為有限的。另

外，觀察一下變異數 Var(𝑇−𝑚)，我們可看出當 0 ≤ 𝑝 < 1/2 時，Var(𝑇−𝑚) 對 𝑝 來講

是遞增的。 

肆、三元樹模型 

三元樹模型和二元樹模型主要的差別在於隨機變數 𝜉𝑖 的分佈： 

𝑃(𝜉1 = 1) = 𝑝,      𝑃(𝜉1 = 0) = 𝑟,      𝑃(𝜉1 = −1) = 𝑞 = 1 − 𝑝 − 𝑟, 

每一次向上走一步的機率為 𝑝，向下走一步的機率為 𝑞，平平走一步的機率則為 𝑟。

隨機過程 (𝑋𝑛)𝑛≥0 的定法如同二元樹中一般．三元樹的圖形可見圖三，每一個節點會

分出三條可能的路徑。首先還是看看 𝑇−1  的狀況．三元樹模型中，停止時間分佈的

討論和二元樹模型雷同，但因每一個時間點都有可能往上一步、平走一步及往下一

步，因此每一個時間點都有可能碰到 −1。時間 1 第一次碰到 −1，即 𝜉1 = −1，亦即 

𝑃(𝑇−1 = 1) = 𝑃(𝜉1 = −1) = 𝑞。 

 
圖三：三元樹模型 

觀察時間 2 時第一次碰到 −1：若時間 1 為向上走，即 𝜉1 = 1，時間 2 不可能會碰到 

−1 這點，所以在時間 1 時不能向上也不能向下走，所以唯一一個可能性為平走，第

二步一定就是向下走；這表示 𝜉1 = 0, 𝜉2 = −1。所以 

𝑃(𝑇−1 = 2) = 𝑃(𝜉1 = 0, 𝜉2 = −1) 

= 𝑃(𝜉1 = 0) ⋅ 𝑃(𝜉2 = −1) = 𝑟𝑞。 
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類似的討論方式，時間 3 時第一次碰到 −1有兩種可能的路徑：𝜉1 = 0 , 𝜉2 = 0 , 𝜉3 =

−1 及 𝜉1 = 1, 𝜉2 = −1, 𝜉3 = −1。根據 (𝜉𝑖)𝑖∈ℕ 為 i.i.d. 的性質， 

𝑃(𝑇−1 = 3) = 𝑃({𝜉1 = 0, 𝜉2 = 0, 𝜉3 = −1} ∪ {𝜉1 = 1, 𝜉2 = −1, 𝜉3 = −1}) 

          = 𝑃(𝜉1 = 0, 𝜉2 = 0, 𝜉3 = −1) + 𝑃(𝜉1 = 1, 𝜉2 = −1, 𝜉3 = −1) 

          = 𝑃 ቀ𝜉1 = 0ቁ ⋅ 𝑃 ቀ𝜉2 = 0ቁ ⋅ 𝑃 ቀ𝜉3 = −1ቁ 

 + 𝑃(𝜉1 = 1) ⋅ 𝑃(𝜉2 = −1) ⋅ 𝑃(𝜉3 = −1) 

= 𝑟2𝑞 + 𝑝𝑞2。 

觀察一下這兩條路徑的組成： 

(1) 第一種路徑為在二元樹中的 𝑇−1 = 1 的情形，時間 1, 2 插入兩次平走的情形； 

(2) 第二種路徑為在二元樹中的 𝑇−1 = 3 的情形。 

用此看時間 4 時第一次碰到 −1 的狀況，一樣分成兩種情形討論： 

(1) 第一種路徑為在二元樹中的 𝑇−1 = 1 的情形，時間 4 之前插入三次平走的情形，

亦即 𝜉1 = 0, 𝜉2 = 0, 𝜉3 = 0, 𝜉4 = −1；機率為 𝑞𝑟3。 

(2) 第二種路徑為在二元樹中的 𝑇−1 = 3 (𝜉1 = 1, 𝜉2 = −1, 𝜉3 = −1) 的情形，時間 4 

之前插入一次平走的情形，也就是在二元樹中 𝜉1 之前、𝜉1, 𝜉2 之間、𝜉2, 𝜉3 之間

插入 0 的情況．所以這裡有三條路徑： 

(i) 𝜉1 = 0, 𝜉2 = 1, 𝜉3 = −1, 𝜉4 = −1;  

(ii) 𝜉1 = 1, 𝜉2 = 0, 𝜉3 = −1, 𝜉4 = −1;  

(iii) 𝜉1 = 1, 𝜉2 = −1, 𝜉3 = 0, 𝜉4 = −1;  

這三條路徑的機率均為 𝑝𝑞2𝑟。 

對一般的情形 𝑇−1 = 1 + 𝑖，會分成 [𝑖/2] + 1 種路徑：第 𝑗 種路徑為結合二元樹中的 

𝑇−1 = 1 + 2(𝑗 − 1) 與 𝑖 − 2(𝑗 − 1) 步平走的情形，路徑數為 𝐶1(𝑗 − 1) 乘上 2(𝑗 − 1) 

與 𝑖 − 2(𝑗 − 1) 的重複排列數。所以走這種路徑的機率為 

𝐶1൫𝑗 − 1൯ ቆ
𝑖

2൫𝑗 − 1൯
ቇ 𝑝𝑗−1𝑞1+𝑗−1𝑟𝑖−2൫𝑗−1൯。 

因此，對一般單邊停止時間 𝑇−𝑚 的情況，運用類似的方法我們可以得到下列的結果。 

引理 7： 對 𝑖 ≥ 0，停止時間 𝑇−𝑚 的分佈為 

𝑃(𝑇−𝑚 = 𝑚 + 𝑖) = ෍ 𝐶𝑚(𝑗) ൬
𝑚 + 𝑖 − 1

𝑚 + 2𝑗 − 1
൰ 𝑝𝑗𝑞𝑚+𝑗𝑟𝑖−2𝑗

[𝑖/2]

𝑗=0

。 
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伍、三元樹結果 

在計算三元樹模型停止時間的機率分佈、期望值與變異數之前，我們須先計算

一些有關生成函數的結果。固定 𝑘 ∈ ℕ ∪ {0}，考慮係數 ൫𝑘+𝑖
𝑘

൯ 的生成函數 

𝑅𝑘(𝑥) = ෍ ൬
𝑘 + 𝑖

𝑘
൰ 𝑥𝑖

∞

𝑖=0

。 

對 𝑖 ∈ ℕ， 

൬
𝑘 + 𝑖

𝑘
൰ = ൬

𝑘 + 𝑖 − 1

𝑘
൰ + ൬

𝑘 + 𝑖 − 1

𝑘 − 1
൰， 

運用變數變換可得 

𝑅𝑘(𝑥) =
𝑅𝑘−1(𝑥)

1 − 𝑥
。 

再者，對 |𝑥| < 1，𝑅0(𝑥) = ∑
𝑖=0

∞

𝑥𝑖 =
1

1−𝑥
。因此，可簡單地證出 ൫𝑘+𝑖

𝑘
൯ 的生成函數為 

𝑅𝑘(𝑥) =
1

(1 − 𝑥)𝑘+1
。 

利用這個結果，停止時間 𝑇−𝑚 為有限的機率為 

 𝑃(𝑇−𝑚 < ∞) = ∑
𝑖=0

∞

𝑃(𝑇−𝑚 = 𝑚 + 𝑖) = ∑
𝑖=0

∞

 ∑
𝑗=0

[𝑖/2]

𝐶𝑚(𝑗) ቀ 𝑚+𝑖−1
𝑚+2𝑗−1

ቁ 𝑝𝑗𝑞𝑚+𝑗𝑟𝑖−2𝑗 

       = ∑
𝑗=0

∞

 ∑
𝑖=2𝑗

∞

𝐶𝑚(𝑗) ቀ 𝑚+𝑖−1
𝑚+2𝑗−1

ቁ 𝑝𝑗𝑞𝑚+𝑗𝑟𝑖−2𝑗 

       = ∑
𝑗=0

∞

𝐶𝑚(𝑗)𝑝𝑗𝑞𝑚+𝑗 ൬ ∑
𝑘=0

∞

ቀ(𝑚+2𝑗−1)+𝑘
𝑚+2𝑗−1

ቁ 𝑟𝑘൰ 

       = ∑
𝑗=0

∞

𝐶𝑚(𝑖)𝑝𝑗𝑞𝑚+𝑗𝑅𝑚+2𝑗−1(𝑟)， 

我們可計算隨機過程 (𝑋𝑛) 在有限時間碰到 −𝑚 的機率。 

定理 8：在三元樹模型中，隨機過程 (𝑋𝑛) 在有限時間碰到 −𝑚 的機率為 

 𝑃(𝑇−𝑚 < ∞) = ൜
1,          

(𝑞 𝑝Τ )𝑚,
          

if 𝑞 ≥ 𝑝
if 𝑞 < 𝑝

。 

證明：因為  

  𝑃(𝑇−𝑚 < ∞) = ∑
𝑗=0

∞

𝐶𝑚(𝑗)
𝑝𝑗𝑞𝑚+𝑗

(1−𝑟)𝑚+2𝑗
=

𝑞𝑚

(1−𝑟)𝑚
∑

𝑗=0

∞

𝐶𝑚(𝑗) ቀ
𝑝𝑞

(1−𝑟)2
ቁ

𝑗

 

         =
𝑞𝑚

(1−𝑟)𝑚
𝐺𝑚 ቀ

𝑝𝑞

(1−𝑟)2
ቁ。 

利用數學歸納法， 

𝐺𝑚 ൬
𝑝𝑞

(1 − 𝑟)2
൰ =

(𝑝 + 𝑞)𝑚

(max{𝑝, 𝑞})𝑚
， 

因為 𝑝 + 𝑞 = 1 − 𝑟，代入可得結果。 

觀察這個定理與上面的定理 5，我們發現有限停止時間的機率 𝑃(𝑇−𝑚 < ∞) 在二元樹

與三元樹模型中是一樣的；在 𝑞 ≥ 𝑝  時，隨機過程 (𝑋𝑛) 一定會碰到 −𝑚。𝑞 < 𝑝 

時，𝑃(𝑇−𝑚 < ∞) 的值僅和 𝑝，𝑞 的比值有關，和平走的機率 𝑟 並無關聯。 
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仿照二元樹模型的方法，在三元樹模型中，𝑇−𝑚 的動差母函數為 

𝑀(𝑡) = 𝐸[exp(𝑡𝑇−𝑚)] = ∑
𝑖=0

∞

 𝑒𝑡(𝑚+𝑖)𝑃(𝑇−𝑚 = 𝑚 + 𝑖) =
𝑞𝑚𝑒𝑡𝑚

(1 − 𝑟𝑒𝑡)𝑚
𝐺𝑚 ቆ

𝑝𝑞𝑒2𝑡

(1 − 𝑟𝑒𝑡)2
ቇ。 

因此，對 𝑞 > 𝑝，利用引理 4，  

𝐸[𝑇−𝑚] = 𝑀′(0)，     及     𝐸[𝑇−𝑚
2 ] = 𝑀′′(0)， 

並代入 

  𝐺𝑚 ቀ
𝑝𝑞

(1−𝑟)2ቁ =
(𝑝+𝑞)𝑚

𝑞𝑚 ， 

  𝐺𝑚
′ ቀ

𝑝𝑞

(1−𝑟)2ቁ =
𝑚(𝑝+𝑞)𝑚+2

𝑞𝑚+1(𝑞−𝑝)
， 

  𝐺𝑚
′′ ቀ

𝑝𝑞

(1−𝑟)2
ቁ =

𝑚(𝑝+𝑞)𝑚+4[(𝑚+1)(𝑞−𝑝)+2𝑞]

𝑞𝑚+2(𝑞−𝑝)3
， 

可得下列定理： 

定理 9：(1) 若 𝑝 < 𝑞，則 𝑇−𝑚 的期望值為 

𝐸[𝑇−𝑚] =
𝑚

𝑞 − 𝑝
。 

(2) 若 𝑝 < 𝑞，則 𝑇−𝑚 的變異數為 

Var(𝑇−𝑚) =
4𝑚𝑝𝑞 + 𝑚(𝑝 + 𝑞)𝑟

(𝑞 − 𝑝)3
。 

(3) 若 𝑝 = 𝑞，則 𝑇−𝑚 的期望值為 𝐸[𝑇−𝑚] = ∞。 

若 𝑞 − 𝑝 為一固定正數，則二元樹與三元樹的停止時間 𝑇−𝑚 有相同的期望值，但

三元樹中停止時間 𝑇−𝑚 的變異數比二元樹中來得小，且 𝑝 愈大，變異數的值就愈大。 

這整套理論應可應用於經典的 Black-Scholes選擇權定價公式或障礙式 Barrier 選

擇權上。 
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